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Définitions

Produit scalaire

Une fonction φ : E × E → R est un produit scalaire si
elle est :

� Bilinéaire : φ(αx+ βy, z) = αφ(x, z) + βφ(y, z)

� Symétrique : φ(x, y) = φ(y, x)

� Définie : φ(x, x) = 0 =⇒ x = 0

� Positive : φ(x, x) ≥ 0

Norme

Norme de x par le produit scalaire ⟨·|·⟩ : ∥x∥ =
√

⟨x|x⟩

Produits scalaires canoniques

Dans Rn : ⟨x|y⟩ =
n∑

i=1

xiyi

Dans Mn(R) : ⟨A|B⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

AijBij = tr(ATB)

Dans C([a, b]) : ⟨f |g⟩ =
∫ b

a

f(t)g(t)dt

Inégalités

Inégalité de Cauchy-Schwarz

|⟨x|y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥∣∣∣ n∑
i=1

xiyi

∣∣∣ ≤ n∑
i=1

|xiyi| ≤
( n∑

i=1

x2
i

) 1
2
( n∑

i=1

y2i

) 1
2

∣∣∣ ∫
I

f(t)g(t)dt
∣∣∣ ≤ ∫

I

|f(t)g(t)|dt ≤
(∫

I

f2(t)dt
) 1

2
(∫

I

g2(t)dt
) 1

2

Propriétés de la norme

∥x∥ = 0 =⇒ x = 0E

∥λ · x∥ = |λ|∥x∥

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

Inégalité angulaire

∀(x, y) ∈ E \ {0E}2,∃!θ ∈ [0, π], ⟨x|y⟩ = ∥x∥ · ∥y∥ · cos θ
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Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux

x ⊥ y ⇐⇒ ⟨x|y⟩ = 0

Vecteur orthogonal à un
sous-espace

x ⊥ E ⇐⇒ ∀y ∈ E, x ⊥ y

Sous-espaces orthogonaux

E ⊥ F ⇐⇒ ∀x ∈ E,∀y ∈ F, x ⊥ y

Si les (vi) sont orthogonaux 2 à 2,∥∥∥ n∑
i=1

vi

∥∥∥2 =

n∑
i=1

∥vi∥2

Si les (vi) sont orthogonaux 2 à 2,
Ils sont linéairement indépendants
((vi)i∈J1,nK est une famille libre)

A⊥ = {y ∈ E, |∀x ∈ A, x ⊥ y}

A ∩A⊥ = {0E}

A ⊥ B ⇐⇒ A ⊆ B⊥ ⇐⇒ B ⊆ A⊥

A ⊆ (A⊥)⊥

Si F est de dimension finie,

F ⊕ F⊥ = E F = (F⊥)⊥

Bases Orthonormées

Base orthonormée : Les vecteurs sont orthogonaux 2 à 2 et de norme 1

∀i ∈ J1, nK, xi = ⟨x|εi⟩

⟨x|y⟩ =
n∑

i=1

xiyi = XTY (X = [x]BetY = [y]B)

∥x∥2 =

n∑
i=1

xi
2 = XTX

Si A = (aij) est la mat. de f dans la b.o.n B,

aij = ⟨εi|f(εj)⟩

Algorithme de Gram-Schmidt

On veut transformer B = (e1, . . . , en) en une b.o.n C = (ε1, . . . εn)

Etape 1

ε1 =
e1
∥e1∥

Etape 2

Soit ε̂2 = e2 − λ1ε1
ε̂2 ⊥ ε1 ⇐⇒ λ1 = ⟨e2|ε1⟩

Il faut ∥ε2∥ = 1 donc ε2 =
ε̂2

∥ε̂2∥

Etape n

Soit ε̂n = en −
∑n−1

i=1 λiεi
∀i ∈ J1, n− 1K, ε̂n ⊥ εi ⇐⇒ λi = ⟨en|εi⟩

Il faut ∥εn∥ = 1 donc εn =
ε̂n

∥ε̂n∥
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Projection orthogonale

On a F un sev de dimension finie de E et (ε1, . . . , εn) une b.o.n de F

Projection orthogonale sur un sous-espace

∀x ∈ E, p(x) ∈ F et x− p(x) ⊥ F

Projeté orthogonal

p(x) =

n∑
i=1

⟨x|εi⟩εi

Théorème des moindres carrés

∀y ∈ F, ∥x− p(x)∥ ≤ ∥x− y∥

Inégalité de Bessel

∥p(x)∥ ≤ ∥x∥

Distance à un sev

d(x, F ) = ∥x− p(x)∥ = min
y∈F

∥x− y∥ =
√

∥x∥2 − ∥p(x)∥2

Hyperplans

Définition

D⊥ = H

Si dimension finie :

H⊥ = D

Théorème de représentation de Riesz

Si E est un espace vectoriel de dimension finie :

∀φ : E 7→ R,∃!α ∈ E,∀x ∈ E,φ(x) = ⟨x|α⟩
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