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Définitions
Produit scalaire Norme

Une fonction ¢ : E x E — R est un produit scalaire si ~ Norme de z par le produit scalaire ¢l = llzll = VAol
elle est :
Produits scalaires canoniques

Bilinéaire : p(az + By, z) = ap(z, z) + Be(y, 2) n
Dans R" : (z|y) = szyz
i=1

Symétrique : o(z,y) = ¢(y,x)

n n

. _ o T
o Deéfinic : (0,2) = 0 —> 5 = 0 Dans M, (R) : (A|B) = ;;A”BU tr(ATB)
b
e Positive : ¢p(x,2) >0 Dans C([a,b]) : (f|g) :/a f)g(t)dt
Inégalités
Inégalité de Cauchy-Schwarz Propriétés de la norme
[l < ll2ll - 1yl el =0 = 2= 0g]
| [ rwgta] < [irwawiae< ([ Paa)( [ o)’ e+ ol = el + o]

Inégalité angulaire

[Y(.y) € B\ (051,30 € [0.7], Coly) = ] - 1y - cost |




Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux Vecteur orthogonal a un Sous-espaces orthogonaux
sous-espace

’xJ_y<:><:c|y>:0‘ 2 LE < WeExly| |ELF < VaecEWeFaxly
Si les (v;) sont orthogonaux 2 & 2, Si les (v;) sont orthogonaux 2 & 2,
- - Ils sont linéairement indépendants
H Zvi 2 Z s |2 ((vi)ieqr,n) est une famille libre)
i=1 i=1
At ={ye B Vre Az Ly |ALB < ACB' < BcA']
AﬂAJ‘:{OE} Ag(AJ_)J_

Si F est de dimension finie,

FeF-=E F=(FH)*

Bases Orthonormeées

Base orthonormée : Les vecteurs sont orthogonaux 2 a 2 et de norme 1

’W € [1,n],z; = (xle;)

n
ol =" % = XX
=1

Si A = (ai;) est la mat. de f dans la b.o.n B,

(zly) = Zwy =X"Y| (X = [z]getY = [y]5)

aij = (il /()]

Algorithme de Gram-Schmidt
On veut transformer B = (eq,...,e,) en une b.on C = (1,...¢y,)

Etape 1 Etape 2

Soit &:2 = €9 — /\151
Egle] < A\ = <62|E1>

£ = e Il faut |lez]] = 1 donc &2 =
leal

)

2
[[€2]]

Etape n
Soit &, = e, — Z;le i€
Vi € [[1771 — 1]],én leg <= N\ = <€n|5i>

1l faut ||e,|| =1 donc &, = ﬁ
En



Projection orthogonale

On a F un sev de dimension finie de F et (1,...,e,) une b.o.n de F

Projection orthogonale sur un sous-espace Projeté orthogonal

n

p(2) = 3 (aledes

’VIEE,p(x)EF et zfp(:c)J_F‘ im1
Théoreme des moindres carrés Inégalité de Bessel
[V € Flle — p(a)][ < 1= — ol Il < [

Distance a un sev

d(x, F) = ||z = p(z)|| = min[lz — y|| = V/[[z[|* = [[p(z)[]?
yelF

Hyperplans
Définition
Si dimension finie :

Dt—H H+-=D

Théoreme de représentation de Riesz

Si F est un espace vectoriel de dimension finie :

Vo: Ew— R, 3la € EVr € E,p(x) = (z|a) ‘




